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EL LENGUAJE DE LA MATEMATICA

El hombre utiliza palabras, sonidos, simbolos, imagenes y gestos, entre otros, para dar a
conocer sus ideas. Por su parte, la matematica ayuda a entender el mundo y sus
relaciones, pero expresandolo en un lenguaje simbdlico complejo.

Para aprender Matematica hace falta conocer su idioma, sus palabras clave, los objetos
que se utilizan, las herramientas necesarias para manejar esos objetos. Sin embargo, se
necesita cierto entrenamiento para traducir del lenguaje que se utiliza habitualmente al
sistema de escritura matematica.

El idioma que utiliza es formal y abstracto, pues mezcla palabras, numeros, simbolos,
figuras y conceptos que tienen un “significado matematico”, que no siempre coincide con el
significado en el lenguaje normal, castellano o de cualquier otro idioma.

A su vez, la Matematica es una ciencia légica y deductiva. La deduccién ldgica exige
cumplir unas “reglas” muy precisas: “si no se cumple, no funciona”. Parte de principios
(axiomas); de unas definiciones y conceptos; de unos objetos (numeros, simbolos,
operadores,...); de unas “reglas de juego” (propiedades). Las “reglas de juego” hay que
aprenderlas, comprenderlas y utilizarlas. Los resultados a los que se lleguen deben ser
demostrados; no basta con una simple comprobacion.

El lenguaje matematico comprende: el lenguaje coloquial, el algebraico o simbdlico y el
grafico.

El lenguaje coloquial, formado por las palabras que se utilizan para conversar. Por
ejemplo: “el triple de un ndmero es igual a diez”, “Juan tiene dos afios mas que Patricia”,
“el costo de vida ha aumentado un 2%".

El lenguaje simbodlico o algebraico, formado por los simbolos especificos de la
Matematica. Las expresiones de los ejemplos presentados en el parrafo anterior serian
respectivamente: “3n=10", "J=P+2" y “"C=c+0,02c".

El lenguaje grafico, utilizado para brindar mucha informacidn en poco espacio. Por
ejemplo: los graficos circulares, los graficos de barras o las representaciones en el plano
cartesiano.

De esta manera, la Matematica constituye un lenguaje exacto, que requiere palabras
sencillas, aunque bien definidas, y la estricta observacién de sus “reglas”. Una frase en
Matematica debe transmitir un mensaje exacto a quien lo lea. Frases cuyo significado no
es claro y aquellas que admiten mas de una interpretacién no pueden ser toleradas en este
lenguaje. El escritor de una frase matematica tiene que saber lo que quiere decir y estar
seguro de que la frase expresa el mensaje que desea transmitir. Asi mismo, un buen lector
de frases matematicas, un traductor de dicho lenguaje, serd capaz de comprenderla y
poder utilizarla para satisfacer las necesidades que requiera.

éQué estudia la Matematica?

La Matematica estudia la cantidad (numeros; algebra), la extension (la figura, la forma, los
angulos; la geometria); el cambio, la variacion de magnitudes (el limite; analisis
matematico); grandes conjuntos de datos (estadistica); el azar y su medida
(probabilidad). Es decir, que la Matematica es una ciencia formal que, partiendo
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de axiomas y siguiendo el razonamiento légico, estudia las propiedades y relaciones entre
entidades abstractas como numeros, figuras geométricas o simbolos matematicos. Debe
destacarse ademads su método (ldgico, deductivo, constructivo, seguro y universal), que
hace que pueda aplicarse en practicamente todas las otras ciencias: como herramienta de
calculo y de visualizacién, como sistema de organizacién del conocimiento tedrico
(proporcionando modelos matematicos), como garantia de “certeza”, entre otras
utilidades.

Por este motivo, en este Seminario de Alfabetizacion Académica (SAA) abordaremos la
lectura y escritura en Matematica, entendiendo que esta ciencia utiliza diferentes
lenguajes. Para ello se tomara como eje el estudio de los diferentes conjuntos numéricos.

CONJUNTOS NUMERICOS

AUn en las etapas mas primitivas de la evolucién humana se ha desarrollado en el hombre
el sentido del nimero y la capacidad de contar. Esta habilidad le ha permitido reconocer lo
gue ha cambiado en un conjunto de elementos, por ejemplo, si se ha extraido o afadido
algun objeto.

¢Cémo pudo un hombre, hace 5000 afios, saber que en su rebafo no faltaba ninguna de
sus 41 ovejas, si ni siquiera sabia contar hasta 10? Una simple solucidén es la siguiente:
llevaba consigo tantas piedritas como ovejas, y al terminar la jornada guardaba por cada
oveja una piedrita en su bolsa; si sobraba alguna sabia que debia buscar una oveja.
Establecia una correspondencia biunivoca entre dos conjuntos de objetos.

Mucho tiempo después, los romanos usaron también piedritas para hacer sus calculos; la
palabra “calculo” significa etimolégicamente piedra, y de ahi el origen de la palabra
calcular. La actividad de contar y la necesidad de simplificar la tarea de hacer calculos,
implico la necesidad de utilizar simbolos escritos para representar lo que se habia contado.
Fue asi que surgieron los distintos sistemas de numeracion. A través de la historia se han
usado los distintos sistemas, y en cada uno de ellos cada nimero se representa como una
combinacidon de simbolos. En algunos casos los simbolos representan cantidades y una
combinacion de simbolos representa la suma de estas cantidades; estos sistemas emplean
una descomposicién aditiva.

En otros casos, como el sistema decimal actual, importa la ubicaciéon del simbolo en la
representaciéon del niumero. Por ejemplo, 21 significa veintiuno, mientras que 12 significa
doce. Estos sistemas se llaman posicionales. Algunas culturas usaron una base de 20
simbolos, otros de 60, pero el sistema de numeracidon que ha predominado y es el que
actualmente se usa tiene base 10, y por eso se llama decimal. Eso significa que pueden
escribirse numeros arbitrariamente grandes con tan solo diez simbolos: 0, 1, 2, ..., 9. Asi
como el numero 10 ha dejado sus marcas en nuestra forma de contar y en las palabras
para nombrar los nimeros. Asi por ejemplo, “dieciséis” esta compuesto por las palabras
“diez” y “seis”, “treinta” hace alusidn a “tres” veces diez.

Los niumeros que se usan para contar se llaman naturales o enteros positivos: 1, 2, 3, ..
Fueron los primeros numeros que aparecieron en la historia de la Matematica. Mas
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adelante surgio la necesidad de agregar el 0 como una forma de representar lo que no
hay, los numeros negativos para poder resolver todas las sustracciones, las fracciones
para resolver los cocientes, también los niumeros irracionales y los imaginarios. De esta
manera, quedaron definidos los distintos conjuntos numéricos: los naturales, los enteros,
los racionales, los reales y los complejos.

A continuacion se realizara un recorrido por los distintos conjuntos numéricos, justificando
brevemente la necesidad de construir cada uno de ellos.

Aclaracién: en esta guia de estudio se presenta la necesidad que conllevd a la creacion de
cada conjunto numeérico antes de su construccion formal. El objetivo es que conozca los
distintos conjuntos numéricos asi como las operaciones y sus propiedades que se definen
en cada uno de ellos. Conforme avance en su carrera estudiara la construccion formal de
cada uno de ellos.

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS NATURALES

Los numeros que se utilizan para contar se llaman numeros naturales. Al conjunto formado
por todos los nimeros naturales se lo denota con la letra N. Para contar un elemento se
utiliza el niumero 1, para el siguiente el nUmero 2, y asi sucesivamente.

A cada numero natural le sigue otro numero natural que se obtiene agregando 1 al
anterior. Asi aparece la operaciéon adicion. Sumar 1 es nombrar al siguiente de un nimero
natural. Por ejemplo, el siguiente de 5 es 6, y por eso 6=5+1.

Los elementos que se adicionan reciben el nombre de sumandos o términos, y el resultado
de la operacidn recibe el nombre de suma.

En simbolos:

Va,beN:3ceN/a+b=c (1)

La operacidn de adicion se extiende a todos los nUmeros naturales. Asi, por ejemplo, como
2=1+1, entonces 5+2 es “el siguiente, del siguiente de 5”, es decir 5+2=7.

Se dice que un numero natural a es menor que otro b, si y sélo si existe un ndmero
natural ¢ tal que la suma entre a y ¢ es b. En simbolos:

Va,b,ceN: a<b < 3JceN/b=a+c

Por otra parte, un nimero natural es mayor que otro, si y sélo si el sequndo es menor que
el primero. En simbolos:

Va,beN: a>b < bx<a

La suma reiterada de un mismo numero se llama multiplicaciéon. Asi, sumar 5 veces 8 es
multiplicar 5 por 8, y coincidentemente, es lo mismo que sumar 8 veces 5. Esto es:

8+8+8+8+8=5.8 Yy ademas
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8+8+8+8+8=5+5+5+5+5+5+5+5.

5 veces 8 veces

Los elementos que se multiplican reciben el nombre de factores y el resultado de la
multiplicacion se llama producto.

Asi, en el conjunto de los numeros naturales pueden definirse 2 operaciones: adicién y
multiplicacion.

Estas operaciones son cerradas en N, es decir la adicidon y la multiplicacién de dos
ndameros naturales es otro natural.

Va,beN:a+beN Va,beN:a-beN

Propiedades de la adicion y multiplicacion en N .

Las operaciones de adicién y multiplicacidn cumplen con las siguientes propiedades en el
conjunto de los niUmeros naturales:

Conmutatividad: esta propiedad se refiere a que el orden de los sumandos de una adicidn
o de los factores en una multiplicacién no altera el resultado. Por ejemplo,

5+46=11y 6+5=11, 23=6 y 3.2=6.
Es decir que:

5+6=6+5 y 23=3.2.

Asociatividad: esta propiedad se refiere a que la forma de agrupar los términos en una
adicidén o en una multiplicacion no altera el resultado. Por ejemplo,

2+(3+4)=2+7=9 y (2+3)+4=5+4=9;
2.(3.4)=2.12=24 y (2.3).4=6.4=24.
Es decir que

2+(3+4)=(2+3)+4 y 2.(3.4)=(2.3).4

Propiedad uniforme: si se suma o se multiplica en ambos miembros de una igualdad, un
numero natural, la igualdad se mantiene.

Propiedad cancelativa: es la reciproca de la propiedad uniforme.

Elemento neutro para la multiplicacion: el producto entre cualquier nimero natural y el 1
es igual a dicho numero natural.

Distributividad de la multiplicacion respecto a la adicion: la multiplicacién es distributiva
respecto de la adicion. Por ejemplo:
(2+1).3=2.3+1.3 y 3.(2+1)=3.2+3.1.
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Actividad

a) Escriba en lenguaje simbdlico cada una de las propiedades enunciadas
anteriormente en lenguaje coloquial.

b) éPor qué la adicién no tiene elemento neutro en N ? éConoce algun numero que no
sea natural que cumpla con la definicién de elemento neutro?

Asi como la multiplicaciéon por un natural es una suma reiterada de términos iguales, se
conviene en representar la multiplicacién iterada como una potencia:

8.8.8.8=8".

En este caso, 8 se llama la base y 4 el exponente. La operacién recibe el nombre de
potenciacion y el resultado se llama potencia. El exponente indica el nUmero de veces que
se multiplica a la base por si misma. Se puede observar por ejemplo que:

525" =5 =5°  puesto que

(55).(5.5.5.5)=5.5.5.5.5.5
-_—

2 veces 4 veces 6 veces

Actividad

a) ¢Qué propiedades cumple esta operacion en el conjunto de los niumeros naturales?
Enuncielas coloquial y simbdlicamente.

b) ¢Qué propiedades de la adicion y la multiplicacién no se cumplen en la potenciacion
en el conjunto de los numeros naturales? Exhiba un ejemplo que justifique por qué
no es valida dicha propiedad.

Los ejemplos propuestos en la actividad c) se conocen como contraejemplos.

Propiedades del N
Con lo expuesto anteriormente pueden resumirse las siguientes propiedades del N:

1) Es un conjunto “infinito”, y totalmente ordenado por la relacidon “<”.

2) Todo numero natural tiene siguiente.

3) Este conjunto tiene primer elemento, el 1.

4) No tiene ultimo elemento (como consecuencia de 2)).

5) Entre dos niumeros naturales existe un numero finito de nimeros naturales. Por ello
se dice que es discreto.

Posteriormente surgié la necesidad de definir un nimero que represente que no hay
elementos que contar y es asi que surge el numero 0.

Al conjunto formado por todos los numeros naturales y este nuevo nimero se lo simbolizd
con N, (se lee: N sub cero):

N, =Nu{0}
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Este conjunto tiene las mismas propiedades que el conjunto de los nimeros naturales a
excepcién del primer elemento, que en este conjunto es el 0.

Se definen las mismas operaciones que se definieron en N y se agregan las siguientes
propiedades:

Elemento neutro para la adicion:

VaeN,:30eN/a+0=0+a
=a

Elemento absorbente para la multiplicacion:

VaeN,:30eN/a-0=0-a

=0
Potencia con exponente 0: se conviene definir la potencia de un numero natural con
exponente 0, igual a 1. Por ejemplo, 7°=1 vy (-5)° =1.

En simbolos: VaeN:a’=1

Recta Numérica

Fijada una recta, un punto o como origen, un segmento como unidad y un sentido a partir
del punto origen (de izquierda a derecha), a todo nimero natural le corresponde un punto
sobre la recta, pero existen puntos de la recta a los que no les corresponden numeros
naturales. Por ello, se dice que el conjunto N, “no cubre” la recta.

Crece
_
| | | | 1 1 »
T T T T [ I e
0 1 2 3 4 5

A la hora de plantear expresiones que dan soluciéon a un problema surge el interrogante de
gué operacién se resuelve primero y como indicar la prioridad de una operacién sobre otra.

Resuelva la siguiente situacién:
Actividad

El "LOTER DOBLE” y el "LOTER 3” son juegos de azar cuyos premios tienen en cuenta las
tres ultimas cifras del nimero sorteado por la Loteria Nacional. En el primero, el ganador
recibe una suma de dinero equivalente al doble de la terminacién del niumero sorteado,
mas 100. En el otro, en cambio, el premio consiste en la cantidad de dinero que resulta de
hallar el doble de: la terminacién del nimero sorteado mas 100.

a) ¢Cual de los dos juegos entrega mayor cantidad de dinero en un mismo sorteo?
b) {Cual es el mayor y cual el menor monto que puede ganarse en cada uno de los
juegos?
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Para reflexionar sobre este problema, se necesita tener en cuenta la importancia de los
signos. Observe esta otra situacién:

Un juez lee el siguiente testimonio: “El mayordomo declard el chofer es culpable”. Segun
como se lea, se puede interpretar que el chofer culpa al mayordomo o que éste acusa al
chofer:

“"El mayordomo, declaré el chofer, es culpable”
"El mayordomo declard: el chofer es culpable”
En esta oracidn, el signo de puntuacién determina el significado.

c) Si en un calculo intervienen distintas operaciones, équé se resuelve primero? &Y
después?

d) ¢Cuando es necesario utilizar paréntesis, corchetes y llaves en el planteo de un
calculo?

e) Explique el significado de la expresidon “separar en términos”.

f) ¢Por qué debe respetarse esta jerarquia en las operaciones a la hora de resolver
calculos?

Ejercicios y problemas
Resuelva justificando con las propiedades que utiliza.

1) En una floreria arman ramos pequenos y ramos grandes. Cada ramo pequefio tiene 3
rosas y cada ramo grande tiene 7 rosas. Si usaron 144 rosas y armaron 20 paquetes
pequefios, écuantos ramos grandes armaron?

2) En la heladeria Ailén compré 3 cucuruchos. Pagé con un billete de $200 y recibidé $35
de vuelto. Beto comprd 2 vasitos. Pagd con un billete de $100 y recibié $30 de vuelto.
Carla compro dos cucuruchos y un vasito. ¢Cuanto pagé Carla en total?

Seleccione el planteo que permite hallar la respuesta a este problema y resuélvalo:
o 200-35:3-2+100-30:2=
o (200-35:3-2)+(100-30:2) =
o 200:3-2-35+100:2-30=
o (200-35):3-2+(100-30):2=

{[(200-35):3]- 2} +(100-30): 2 =

o

3)En una bolsa hay caramelos de 3 gustos: frutilla, limén y naranja. En total hay 478
caramelos. Con los caramelos de frutilla se armaron 16 paquetitos de 6 caramelos y
sobraron 2. Con los caramelos de limdén se armaron 25 paquetitos de 8 caramelos y no
sobrd ninguno. Con los caramelos de naranja, écuantos paquetitos de 5 caramelos se
pueden armar?

4)Olivia perdid el contacto de una de sus amigas y necesita llamarla con urgencia.
Recuerda la caracteristica del nUumero de teléfono y de las otras 7 cifras recuerda que
son 0, 5, 6, 7, 8 y 9 pero no recuerda en qué orden ni cudl es la que se repite. ¢Cual
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es el numero de llamadas que a los sumo tiene que hacer Olivia para que una de ellas
corresponda al niUmero correcto?

5)Coloque los paréntesis, corchetes o llaves necesarios para que la siguiente igualdad
sea verdadera:

2+3%2+9:3:3.5+5%=21

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS

Se considera el problema de hallar el numero que sumado a 5 sea igual a 3. Este problema
no tiene solucion en el conjunto de los numeros naturales, ya que si se suma un natural a
5 se obtiene otro natural mayor que 5, y 3 es menor que 5.

La introduccidon de los numeros enteros negativos y el cero sirvid para resolver este tipo de
problemas. En primer lugar, como ya se estudid, la adicién entre cualquier natural y 0, es
dicho natural:

3+0=3, 125+0=125.

Asi, queda definida la adicién entre un nimero natural y el 0, y la diferencia entre dos
numeros naturales iguales:

3-3=0, 125-125=0

Se establece una “correspondencia biunivoca” entre N y Z* (conjunto formado por

los enteros positivos) es decir, a cada niumero natural le corresponde o se “identifica” con
un Unico numero entero positivo y viceversa, a cada numero entero positivo le
corresponde o se “identifica” con un Unico nimero natural. O sea

N={1 2, 3,

SRR

7" = {+1,+2, +3, +4, +5, +6, +7, . . .}

-

Ademas, para cada entero positivo se considera el opuesto como el niumero entero que
sumado a él da como resultado 0. Asi, por ejemplo el niumero que sumado a +1 da como
resultado 0 se lo denota -1 y es el opuesto al niumero entero positivo +1. El opuesto de +
2 es -2, el de +3 es —3 y asi sucesivamente.

Todos los opuestos de los nimeros enteros positivos se denominan enteros negativos vy al

conjunto formado por todos los niumeros enteros negativos se lo denota con Z . Asi, los
enteros negativos, los positivos y el cero dan lugar al conjunto de los Numeros Enteros.

77 = {+1, +2, +3, +4, ...} y Z=45{...,-4,-3,-2,-1}

Z

I
N
+

C
N

C
oy
L2
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Ademas, asi como -3 es el opuesto de +3, también se dice que +3 es el opuesto de -3,
y que el 0 es el opuesto de si mismo.

En simbolos:
VaeZ:3-aeZla+(-a)=(-a)+a
=0
Las operaciones de adicion y de multiplicacién se extienden a este nuevo conjunto.

La diferencia entre dos numeros enteros se denota con el simbolo “-", por ejemplo entre
10 - (-2).

El nUmero 10 en este caso recibe el nombre de minuendo, el -2 se llama sustraendo, la
operacidn es la sustraccion y el resultado se lo conoce como diferencia.

Observe que la sustraccidon en Z es una adicidn en dicho conjunto. En efecto, la
sustraccion de dos numeros enteros se define como la adicién entre el minuendo y el
opuesto del sustraendo:

1-4=1+(-4)=-3, —7-15=-7+(~15) =22

En simbolos: Va,beZ:a-b=a+(-b)

Asi como en N existe un orden natural: 1<2, 2<3, 3<4,etc.,, en Z también hay un

orden compatible con el que se define en N . Los nimeros enteros conforman una sucesion
infinita de numeros, donde cada elemento tiene un sucesor que se obtiene sumando +1 al
ndmero, y un antecesor, que se obtiene sumandole —1. Por ejemplo, —7 es el antecesor de
—6 pues —6+(-1)=-7,y -5 es el sucesor de -6 pues —6+(+1)=-5. La siguiente es una

lista ordenada de algunos enteros:

ey —3, —2, =1, 0, +1, 42, 43, +4, +5, ...

Claramente, existen muchos puntos de la recta que no se corresponden con ningun
numero entero. La siguiente figura es una representacion de algunos nimeros enteros:

Segmento unidad

Enteros Negativos Enteros Positivos

by
|
[
<
(-
by
o
.
)

Propiedades del Z

1) Es un conjunto infinito y totalmente ordenado por la relacién “<”.

2) Todo numero entero tiene siguiente y un anterior.

3) Este conjunto no tiene primer elemento, ni tiene ultimo elemento (como
consecuencia de 2)).

4) Entre dos numeros enteros existe un conjunto finito de nimeros enteros. Por ello
se dice que el conjunto Z es discreto.

10
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En el conjunto de los numeros enteros estan definidas entonces las operaciones de adicidon
y de multiplicacién, y satisfacen las mismas propiedades que se satisfacen en N .

Ademas, la adicidén en Z, cumple con la propiedad de existencia de elemento inverso. En
efecto, ya se estudid la existencia del opuesto de todo niumero entero.

También la potencia de un nimero con exponente natural se define como la multiplicacién
iterada del numero tantas veces como lo indique el exponente. Por ejemplo:

(-5)% = (-5).(-5).(-5) =-125. Las potencias con exponente negativo no estan definidas en
este conjunto, excepto aquellas cuyas bases sean 1y -1.

Por ejemplo: 1° =1, (-D)?=1 y (-1)°=-1

Para multiplicar dos nimeros enteros, se tiene en cuenta la siguiente propiedad:

Propiedad:

El producto entre dos numeros enteros del mismo signo es positivo y el producto entre dos
numeros enteros con distinto signo es negativo.

Actividad

a) ¢Por qué la sustraccion no se define como operacion en Z ?

b) Enuncie simbdlica y coloquialmente las propiedades que cumplen la adicién, la
multiplicacion y la potenciacién en Z .

c) ¢Posee la multiplicacion en Z elemento inverso? éPor qué?

Definicion:

Sean a,beZ, b=0. Se dice que a divide a b, o que a es divisor de b, o que b es
multiplo de a, si y sdlo si existe k e Z talque b=a-k.

En simbolos:

alb < FkeZlb=ak

Por ejemplo, 8 es divisible por 4, o bien 4 es divisor de 8, u 8 es multiplo de 4.

Ejercicios y problemas

Resuelva los siguientes problemas justificando con las propiedades de las operaciones del
conjunto de los nimeros enteros utilizadas:

6) ¢Cuadl serd el camino cuya suma sea la menor para ir desde la entrada a la salida?
¢Cual sera el camino para que la suma sea la mayor?

11
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[
Entrada —»

—2

1

-3

4

6 — Salida

7) En la siguiente pirdmide el numero de cada casilla debe ser la suma de los dos

numeros de las casillas sobre las que se apoya. Complétela:

-6

8) Si Pitagoras murié en el afio 493 a.C y nacio6 en el afio 580 a.C. ¢Cuantos afnos vivio?

9) El siguiente mensaje cifrado fue enviado por un espia; el servicio de inteligencia ha
descubierto el codigo que lo descifra; este consiste en que cada letra tiene asociada
una operacion de nimeros enteros. Resuelva las operaciones de nimeros enteros que

se indican y descifre el mensaje.

(-4)+(-15)=-19 | Y | |(-10)-7 |V (-35):(-7) |A
6-(-4) E| |[(-5)+9 [T (-28)-(-5) |Q
(-3)-2 N| |9+3 I (-9)1 E
(-15):15 S| |(-9)(-1) |N 9+(-8) U
12:(-3) s| |(-4)0 0 (-20)+(-4) |E
(-4)-(-7) D| |(-15)+0 |[I (-5)-(-7) |A
7+(-19) E| |0-7 S 30:5 A
-8-(-6) z| |30:2 E 3+(-13) |E
5.4 1| |14+(-17) |N (-11)-3 c
(-84):(-4) Al a2 s 7+1 R
MENSAJE:
‘ 28 ‘ 20 ‘ 10 ‘ -2 ‘ 4 ‘ 21 -6 -23‘ 1 -12‘ -1
| -4 | 15 | 12 ‘ 8 ‘ \—5 \-17 -15 0 | 9 \ -9 ‘ -7
% 2 33 -10 8 ‘-33 6 ‘-3

10) Analice si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando su

respuesta:

a) Todos los nimeros enteros son naturales.
b) Todos los numeros naturales son enteros.

c) Algunos numeros naturales son enteros.
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d) Algunos niumeros enteros son naturales.
e) Existen niumeros naturales que no son enteros.

11) Resuelva el siguiente célculo, justificando con las propiedades de las operaciones
definidas en Z :

(5°:5°)
T [-(23+(—45))]+1001°-(-20: (—4)) =

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS RACIONALES

Siempre que se mide algo, longitudes, capacidad, volumen, areas, tiempo, etc., se utilizan
unidades de medida. Asi es que se mide cuantas veces cabe cierta unidad en aquello que
se quiere medir. Pero sea cual fuera esta unidad, no siempre ésta cabe una cantidad
entera de veces, y es necesario fraccionarla. Es asi como surgieron histéricamente las
fracciones. Siglos mas tarde, a estas fracciones se les dio una categoria de numeros ya
que sirvieron para resolver problemas numéricos como por ejemplo “hallar el numero que
multiplicado por 5 dé como resultado 2”,

La solucion de dicho problema es la fraccion K y se lee “dos quintos”. Las fracciones se

representan como cocientes entre dos numeros enteros, llamados numerador y
denominador respectivamente, siendo el denominador distinto de 0. Por ejemplo:

7 2 0 3

3’ 8' -5 3

El conjunto formado por todas las fracciones, es decir aquellos nimeros que pueden
expresarse como cocientes entre dos numeros enteros, se denomina el conjunto de los
numeros racionales y se lo denota con la letra Q.

Se puede observar que todo numero entero o natural puede escribirse como el cociente

. . i - 3 -5
entre dicho numero y 1. Por ejemplo: a 3 se lo puede escribir como 1’ a -5 como T ao
0
como —.
1

Por este motivo, toda fraccién con denominador 1 , se comporta algebraicamente como un
numero entero o natural en cada caso. Es decir, existe una correspondencia biunivoca

entre los nimeros enteros y un subconjunto de Q, Q" formado por todas las fracciones de
denominador 1.

Z={., —4,-3,-2, =10, +1,42,+3,..}

1T 7T 1T TT7T

. -4 -3 -2 -10+1 +2 +3
Q _{”.’T,T’T’T,I’T,T'T“”}
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Actividad

a) ¢Qué entiende por nimero racional? Elabore una definicién coloquial y simbdlica.
b) Investigue por qué se simboliza al conjunto de los niumeros racionales con Q ?

c) ¢Por qué es posible identificar a los enteros como numeros racionales?
d) {Valen las propiedades de las operaciones ya estudiadas para este conjunto
numeérico? ¢Qué se pueden agregar?

Operaciones definidas en

La adicion de dos fracciones con el mismo denominador es otra fraccion con el mismo
denominador y cuyo numerador es la suma de los numeradores. Por ejemplo:

2 7 2-7 -5

7 247 9
3 3 3 3

2
_+_
3 3 3 3

En particular, se tiene que:

2 -2 0
_+_ J—
3 3 3
Por ello se deduce que %2:—2. Observe, ademas, que se definié a los nUmeros racionales

como aquellos que pueden expresarse como el cociente de dos numeros enteros, por

. -2 . . . I .
ejemplo 3 También se sabe que el cociente de dos numeros enteros con distinto signo

. T -2 2
es negativo. De esta manera, es intuitivo pensar que —:—5.
. . 2 2 . .
En particular, puede verse ademas que —3:—5, pero por convencion se elige el
denominador positivo.

Si los denominadores son distintos el problema de sumar se resuelve buscando fracciones

. . i ) 2 1
con el mismo denominador, equivalentes a las dadas. Por ejemplo, para sumar — y —,

2
- . 4 3
pueden utilizarse las fracciones 5 y E:
4 3 443 7
2 6 6 6 6

También,

1 2 4 10 4-10 6

5 4 20 20 20 20

En simbolos:

14
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c a-d+b-c
b o|EQ B d_ bd

La multiplicaciéon entre dos numeros racionales se obtiene multiplicando numeradores
entre si y denominadores entre si. Por ejemplo:

2( 4|24 _8__ 8
7U3) 73 217 2

En simbolos:

a-c

L
d b-d

ol
aio
m
‘@)
CT-I.QJ

Propiedades de las operaciones:

La adicion y la multiplicacion de numeros racionales cumplen con todas las propiedades
definidas en Z y ademas en la multiplicacion se define el inverso multiplicativo.

Un numero racional es el inverso multiplicativo de otro si el producto entre ambos es igual
al.

En simbolos:

Vo 5 Q- {0}3 e Q-{0}/

Por ejemplo:

El inverso multiplicativo de —g es —g pues —§-(—§j:9:1

El inverso multiplicativo de 3 es 2 pues §.E:§:1
2 3 23 6

Actividad

a) Enuncie coloquialmente y simbdlicamente las propiedades de la adicion vy
multiplicacion en Q.

b) ¢{Todo nimero racional tiene inverso multiplicativo? Justifique.

Con la introduccién de los niumeros racionales se amplia la definicion de potenciacién con
exponentes enteros negativos. Se define la potencia de un nimero racional con exponente
negativo como otra potencia cuya base es el inverso multiplicativo de la base dada y cuyo
exponente es el opuesto del dado.

15
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En simbolos: v§ e Q—{0},vneZ-{0}: (Ej_n — (Ejn
b b a

yo_ l 3 E 75: g 5
2) " \2 3
Observacion: en la definicion se excluye el caso en que la base y el exponente sean
simultdneamente nulos, puesto que dicha potencia no esta definida.

Por ejemplo:

En el caso que la base sea nula y el exponente un entero no nulo, la potencia sera nula. En
caso de que el exponente sea nulo y la base un racional no nulo, la potencia sera 1 tal
como se definié en 7Z.

0
En simbolos: VneZ—-{0}:0"=0 A v%eQ—{O}:[%j =1

La divisiéon de un namero racional por otro se define como el producto entre el dividendo y

el inverso multiplicativo del divisor. Por ejemplo, la division del numero racional 3 por N

W,

consiste en obtener el producto entre 3 y T La operacion de division se simboliza con “:

o con la linea de fraccion:

4 5 5 S 5 5
4
En simbolos:
v2lco Sio: a.c_ad
b d d b d bec

Propiedades de la potenciacion en Q

1) Distributiva de la potencia respecto de la multiplicacién y de la division:

Va,beQAaneZ:(a-b)"=a"-b"
Va,beQaneZ:(a:b)"=a":b"

2) Ley Uniforme: VxeQ: a=b = a*=b"
3) Ley Cancelativa VxeQ: a*=b" = a=b

16
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Propiedades especiales de la potencia

1) Producto de Potencias de igual Base: a"-a" =a"™"

2) Cociente de Potencias de igual Base: a":a" =a"™"

3) Potencia de otra Potencia: (a”)m =a""
Actividad

a) Enuncie coloquialmente las propiedades de la potenciacion definidas anteriormente.
b) é{Por qué en las definiciones de potencias de exponente negativo, la base de dichas
potencias no puede ser 0?

Representacion de los numeros racionales en la recta numérica

. . . . 1 1
Los numeros racionales también pueden representarse en la recta. Las fracciones 513

1 ) . .

7 que son partes de una unidad, se representan precisamente fraccionando el
. - . ., 3

segmento unidad en tantas partes como indica el denominador. La fraccion 3 se

1 . . .
representa como 3 veces E Es muy importante notar que si dos fracciones son
equivalentes se representan por un mismo punto en la recta numérica.

|
[
0 1 1

b | = ——
[N=1jat]

|
|
1
3
Entre dos numeros enteros existen solo un numero finito de numeros enteros. Por

ejemplo, entre 5 y —4 hay solo 8 niumeros enteros; pero é{cuantos numeros racionales
hay?

Actividad
- . . 5 3
Represente en la recta numeérica los numeros racionales " y 3
-
-1 0 1 2 3

o1

. , . . 3 .
a) Escriba tres numeros racionales comprendidos entre " y ry y represéntelos en la

recta numeérica.

17
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. . . . 5 3 .
b) {Pueden obtenerse mas numeros racionales entre 7 y 5 ademas de los ya

escritos?
c) ¢Cuantos racionales es posible encontrar entre dos nimeros racionales?

d) ¢Los numeros racionales completan la recta numérica?

e) Definiciéon: si entre dos numeros distintos de un conjunto numérico, existen
infinitos numeros de dicho conjunto, se dice que el conjunto es denso.
De acuerdo con la definicién anterior: ¢ Q es denso? Y N y Z?

Para responder al item d) basta tomar el promedio entre dos racionales y al resultado
promediarlo con alguno de ellos, repitiendo el proceso indefinidamente. Por ejemplo, si se
toman el 0 y el 2, se tiene que ambos son nimeros racionales. Su promedio es el nimero
gue estd entre ambos y equidista de los dos, y es igual a la semisuma de los dos numeros:

E:1. El nimero 1 esta entre 0 y 2 y es racional. Si se calcula ahora el promedio entre

0+1 1 . , . -
0vy1l: %:—. Nuevamente se obtiene un numero racional; y repitiendo este proceso se
obtiene una sucesién infinita de numeros racionales distintos, todos entre 0 y 2:
1 1 1 1
0+= 0+~ 0+= 0+ —
2 _1 4 _1 g_1 16 _ 1

2 4 2 8 2 16 2 32

¢Significa esto que si se representan todos los niumeros racionales en una recta, se habra
“llenado” toda la recta? Se vera que no es asi, que cualquiera sea el segmento unidad que
se use, siempre quedaran puntos en la recta que no corresponden con ningun numero
racional.

También, puede definirse en Q la relacién “<” como:

VB,EeQ: £<£ & ps<qr
q s q s

En sintesis, pueden enumerarse las siguientes propiedades del conjunto Q :

Propiedades del conjunto ()

1) Q es un conjunto infinito y totalmente ordenado por la relacién “<”.

2) No tiene primero ni ultimo elemento.
3) Q es un conjunto denso, es decir, entre dos niumeros racionales existen infinitos

numeros racionales.

18
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Expresion decimal
Los numeros racionales suelen expresarse también en notacién decimal, por ejemplo:

> _05
10

Aquellas fracciones que son equivalentes a una fraccion con denominador 1, 10, 100 u otra
potencia de 10 tienen una expresidon decimal finita, y se denominan fracciones decimales.

: 7 . 28 . )
Por ejemplo, > es equivalente a 100" por lo tanto es una fraccion decimal y se expresa

en notacién decimal como 0,28 y se lee “veintiocho centésimos”. Si no son equivalentes a

una expresién con denominador que sea potencia de 10 tienen una expresién decimal
infinita periddica. Esto significa que en la parte decimal existe una secuencia de uno o mas
numeros que se repite indefinidamente. A dicha secuencia se la denomina periodo. Por

ejemplo, g se expresa como 0,333..., y su periodo es 3. Para denotar el periodo se lo suele

marcar con un arco" " sobre él.

Asi, se tienen los siguientes ejemplos de numeros racionales y su representacion decimal:

i:0,06; 920,6666...:0,6; @:3,58484...:3,584.
100 9 990

La importancia de la notacion decimal es que todas las fracciones equivalentes tienen una
misma representacion, finita o periddica. Asi, por ejemplo:

/14 3% 175

4" 8’ 20" 100
son fracciones equivalentes, y todas con la misma representacion decimal 1,75 o 1, 749 .

Si se quiere expresar una fraccidn en su expresion decimal, sélo basta con resolver la
divisién planteada entre el numerador y el denominador de dicha fraccion.

Suponga ahora que se quiere expresar al numero 2,345 como fraccién. Para ello, lo
llamaremos p:

p =2,34545454545... (1)

Si se multiplica en ambos miembros por 10, de acuerdo con la propiedad uniforme de la
multiplicacion en Q, se obtiene:

10p = 23,4545454545... (2)

Multiplicando en ambos miembros de (1) por 1000, de acuerdo con la propiedad uniforme
de la multiplicacidon en Q, se obtiene:

1000 p = 2345,45454545...

Restando miembro a miembro la igualdad (2) de la (3) se obtiene:
19



990 p = 2322
Multiplicando ambos miembros por E}O:
2322
p=—"or
990
_129
55
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Como puede observar, el objetivo de este procedimiento es eliminar la parte decimal
periddica de las expresiones decimales, multiplicando en ambos miembros de igualdades
como la (1) por dos potencias de 10 adecuadas que permitan obtener la misma parte
decimal de manera que al restar miembro a miembro ambas igualdades se anule la parte

decimal para poder despejar el valor de p y hallar la expresion fraccionaria buscada.

Por Ultimo, cabe destacar que todas las fracciones decimales también tienen una

representacién decimal infinita peridédica. Para ver esto, note que %:03 y también 3-%.

Por lo tanto:

[EEN
I
w
[ =

o w
w)

Il
o w
©)

Asi se tiene también que 4,53=4,529 y 1,239 =1,2389 .

Ejercicios y problemas

12) Represente en la recta numérica los siguientes niumeros racionales:

5 2 7 9
a)E b)_§ C)Z d)—Z e)g

13) Ubique en la recta numérica los siguientes niumeros racionales:

+l§; —ﬂ; —i y 0,250
4 1000 16

I
1
0 1

14) Determine la expresidon decimal de los siguientes niumeros racionales:

20
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72 15 49 451
a) — b)-— )= d)-— e)—
) ) 12 ) 11 ) 75 ) 90

15) Exprese como fraccion los siguientes nimeros decimales:

a) 1,25 b) 1,25 c) 125 d) 0,352121... e) 1,119

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS IRRACIONALES

Si se pudiera marcar sobre la recta numérica todos los puntos correspondientes a los
numeros racionales se advertiria que quedarian aun infinitos nimeros sin marcar. Es decir,
una vez elegido un segmento unidad, existen puntos en la recta que no se corresponden
con ningun numero racional. Dos problemas sencillos: determinar la longitud de Ia
diagonal de un cuadrado de lado igual a 1, y determinar la longitud de una circunferencia
de radio 1, revelaron la existencia de magnitudes que no tenian lugar dentro del conjunto
de numeros racionales. Como se sabe, aplicando el Teorema de Pitadgoras, la diagonal de
un cuadrado de lado 1 es un numero x tal que:

x? =1°+1°

Sin embargo, no existe ningin numero racional que cumpla la propiedad de que su
cuadrado sea igual a 2. Esto significa, que no es posible medir la longitud de la diagonal
con un numero entero de /ados, ni tampoco fraccionando dicho lado en subunidades tan
pequefias como se quisiera. Sin embargo, es la medida de un segmento y por lo tanto
puede pensarse como un numero. Este nimero se llama raiz cuadrada de 2 y se lo denota
J2 . Més aln, V2 es comparable con los nimeros racionales, en el sentido que se puede
determinar qué nameros racionales, son menores y cuales mayores que él.

La siguiente figura muestra la correspondencia entre V2 y un punto de la recta numérica:
el arco de la circunferencia indica que la medida de la diagonal se corresponde con J2.

|
|
-3 -2 -1 0 12 2

A continuacién se demuestra que J2 no es racional:

La demostracion arranca suponiendo que J2 es racional y se llegara a una contradiccion.

Si es racional, entonces puede expresarse como el cociente de dos niumeros enteros:

\/_:£,con p,geZ y q#0
q

21
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Se puede suponer que el maximo comun divisor de p y q es 1, es decir que no tienen

otros divisores comunes y P es una fraccion irreducible.

Elevando al cuadrado ambos miembros y multiplicando por g° se obtiene:

2

2=2 = 2g7=p* (%)

2

Por lo tanto, p° es multiplo de 2 y esto implica que p es multiplo de 2 (puede

demostrarse ésta afirmacion). Es decir, p=2k, keZ. Si se reemplaza a p en (*) se
obtiene: (2k)*=2qg°. Resolviendo y simplificando: 4k®=29> = 2k®=q%, de donde se
deduce que ¢° es multiplo de 2 y por lo tanto q también es multiplo de 2, lo cual es una
contradiccion puesto que se habia supuesto que p y g no tenian divisores comunes y
segun este analisis 2 es un divisor comun.

Por lo tanto \/5 no es racional.

Actividad

a) ¢Qué propiedades de la adicidn, multiplicacion y potenciacién se cumplen en el
conjunto de los numeros irracionales?

b) ¢{Qué otros numeros irracionales conoce? éComo puede validar su respuesta?

c) ¢éSe puede establecer una correspondencia biunivoca entre los conjuntos numeéricos
estudiados y el de los irracionales?

Los nUumeros irracionales tienen también una representacion decimal, y esta expresion
decimal es infinita no periddica. Por ejemplo, un nimero cuya parte decimal estd formada
por infinitos ceros y unos, en el cual el primer 0 estd seguido de un 1, el segundo de dos
unos, el tercero de tres unos, y asi sucesivamente:

235,10110111011110111110111111011111110111111110...

Este nUmero representa un numero irracional porque no puede identificarse un “periodo”
en la parte decimal del mismo. Si bien pareceria poco frecuente estos tipos de numeros,
los mismos constituyen, como se dijo, un conjunto infinito.

Algunos de los numeros irracionales que se utilizan con frecuencia son r: razon entre el
perimetro de una circunferencia y su didmetro, e: nimero de Neper y base del logaritmo
natural y M : logaritmo en base 10 del nimero e. Los primeros digitos decimales de estos
nuameros se listan a continuacion:

7 =3,141592653589793...
e=2,718281828459045...

M =0,434294481903252...

22
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EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES

El conjunto de los numeros reales se simboliza con R y estd formado por todos los
nimeros que son racionales o irracionales.

R=QuI

Existe una correspondencia biunivoca entre los elementos del conjunto de los ndmeros
reales y los puntos de una recta numérica. Es decir, a cada punto de la recta numérica le
corresponde un Unico nimero real y cada numero real se representa por un Unico punto en
la recta numérica. Esta propiedad se conoce con el nombre de axioma de completitud.

Ademas, entre dos numeros reales cualesquiera existen infinitos nimeros reales, es por
esto que R es un conjunto denso.

El conjunto de los numeros reales es un conjunto ordenado por la relaciéon “es menor que”.
Se dice que a es menor que b y se escribe a < b, si b —a es un numero positivo. Desde el
punto de vista geométrico, esto quiere decir que a queda a la izquierda de b en la recta
numeérica. Es equivalente decir que b es mayor que a y escribir b > a. El simbolo a <b (o

b = a), quiere decirque a<b 0o a=D>b Yy se lee “a es menor o igual que b”

Propiedades de la adicion

1) La adicién de numeros reales es cerrada, es decir la suma de dos numeros reales es
un numero real:
Va,pbeR:a+belR

2) La adicién de numeros reales es asociativa:
Vva,b,ceR:(a+b)+c=a+(b+c)
3) La adicién de numeros reales es conmutativa:
Va,beR:a+b=b+a

4) E/ 0 es elemento neutro para la adicion de numeros reales:
Va,beR:30eR/a+0=0+a
=a
5) El opuesto de un numero real es elemento inverso para la adicion de numeros
reales:
VaeR:3(-a)eR/a+(-a)=(-a)+a
=0

6) Propiedad uniforme de la adicion de numeros reales:
Va,b,ceR: a=b = a+c=b+c

7) Propiedad cancelativa de la adicion de numeros reales:
Va,b,ceR: a+c=b+c = a=b

Propiedades de la multiplicacion

1) La multiplicacién de numeros reales es cerrada, es decir el producto de numeros

reales es un numero real:
23
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Va,beR:a-beR
2) La multiplicacion de numeros reales es asociativa:
Va,b,ceR:(a-b)-c=a-(b-c)
3) La multiplicacion de numeros reales es conmutativa:
Va,beR:a-b=Db-a
4) El 1 es elemento neutro para la multiplicacion de reales:
VaeR:31leR/a-1=1-a
=a
5) El inverso multiplicativo de un numero real no nulo es elemento inverso para la
multiplicacién de reales:
VacR-{0}:3a*cR-{0}/a-a'=a' a
=1
6) E/ 0 es elemento absorbente para la multiplicacion de reales:
vVaeR:a-0=0-a
=0
7) Propiedad uniforme para la multiplicacion de reales:
Va,b,ceR: a=b = a-c=b-c

8) Propiedad cancelativa para la multiplicacion de reales:
Va,b,ceRAc#0: a-c=b-c = a=b

Propiedad distributiva de la multiplicacion respecto a la adicion:

Va,b,ceR:a-(b+c)=a-b+a-c
(a+b)-c=a-c+b-c

Propiedades de los opuestos aditivos

1) VaeR:(-)-a=-a

2) VaeR:—(-a)=a

3) Va,beR:(-a)-b=a-(-b)
=—(a-b)

4) va,beR:(-a)-(-b)=a-b

5) va,beR:—(a+b)=-a-b

6) vVa,beR:—(a-b)=b-a

Propiedades de la compatibilidad de la adicion y la multiplicacion de reales con la
relacion "<”

1) Va,b,ceR: a<b = a+c<b+c
2) Va,b,ceR: a<b A ¢>0 = a-c<b-c
3) Va,b,ceR: a<b A ¢<0 = b-c<a-c
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Potenciacion y radicacion

La potencia de un numero real con exponente entero se define de la misma manera que
para los numeros racionales. Las potencias con base no nula y exponente par son siempre
positivas, por ejemplo:

(-3)=9, (-2)*=16, 3'=81

En particular, cualquier nimero y su opuesto elevados a un exponente par dan el mismo
resultado. Por lo tanto, si se quiere hallar el nUmero que elevado al cuadrado sea igual a
16 se tendran dos soluciones: 4 y —4. Para distinguir entre ellas, se utilizara una notacién
diferente para cada una. Esto es se escribira:

+16=4, —Jl6=-4 y 16=+4

En general, para cualquier nimero real positivo a, se define la raiz cuadrada positiva de a
como el nimero real b tal que b?=a, y se lo denotard b’ =a

De manera andloga se define la raiz cuarta positiva, la raiz sexta positiva, y demas raices
con indice par. Asi por ejemplo:

481=+3 —864=-2100==+10

Por otro lado, las raices de indice impar estan definidas para todos los nimeros reales, y
tienen el mismo signo que el radicando. Por lo tanto, no es necesario hacer la distincién
entre la raiz positiva y la negativa. Asi por ejemplo:

Y64 =14 y Y64 =

LN (izj _P
q S S q

. B—e@VneZ*x\nlmpar RPZ[ = (ij =£,
q s q s S q

El nimero n se llama /ndice de la raiz (en la radicacion) y exponente en la potenciacion.

P es el radicando (en la radicacion) y la potencia (en la potenciacion). — es la raiz
S

q

En simbolos:

. —e@ A— EQAVHEZ+/\npar
g S

n-ésima de — (en la radicacion) y la base (en la potenciacion).

Se define a la potencia con exponente fraccionario de la siguiente manera:

m
a=4a" con aeR", mneZ

Por ejemplo:
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1 2 2 1% 1)
814 =481, 8 =38 vy 643=(—j =( j

64 64
Ademads, es posible definir la potenciacion de un numero real positivo con cualquier

exponente real, tema que excede a los objetivos de esta guia de estudio.

La potenciacidon con base real negativa no siempre da como resultado un nimero real, y
soOlo se puede dar una definicidn general en el campo de los nUmeros complejos.

Es importante notar que la potenciacion y la radicacidn no son distributivas con respecto a

la adicién. Por ejemplo: (3+5)2 =64 y 3*+5°=34 por lo cual (3+5)2 #3* 45,

La siguiente propiedad es conocida como diferencia de cuadrados: la diferencia entre los
cuadrados de dos numeros es igual al producto entre la diferencia y la suma de éstos
nameros:

a’—b*=(a+b)-(a-h)

Esta propiedad surge facilmente aplicando la propiedad distributiva de la multiplicacién
respecto a la adicion en el segundo miembro, y suele ser muy util a la hora de realizar
calculos.

Asi por ejemplo:
8217 —820% = (821+820)- (821-820)

Entonces es mas sencillo resolver el segundo miembro que calcular la diferencia entre los
cuadrados de 821 y 820.

Propiedades de la potenciacion

Si a,b,myn son numeros reales cualesquiera, de manera que las siguientes potencias
estén definidas, se cumplen las siguientes propiedades:

m+n

1) Producto de potencias de igual base: a"-a" =a
2) Cociente de potencias de igual base: a":a" =a

m-n
3) Potencia de otra potencia: (am)n =a™
4) Propiedad distributiva de la potenciacion respecto a la multiplicacion: (a-b)n =a"-b"

5) Propiedad distributiva de la potenciacion respecto a la divisién: (a: b)n =a":b"

Demuestre las siguientes propiedades de la radicacion

a) Ya="%a con a>0 y nkeZ.
b) (Q/a)k:Q/aT con a>0 y nkeZ".
c) ¥a™ =a" con a>0 y nkmeZ".
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Intervalos

Otra manera de representar en simbolos conjuntos de niameros reales definidos por
desigualdades es utilizando la notacién de intervalos. Los mismos se presentan con
mucha frecuencia en el cdlculo y corresponden geométricamente a segmentos lineales.
Esta notacion es una forma mas sencilla de representar subconjuntos de la recta numérica.

Se utilizan paréntesis para indicar que un extremo no pertenece (ese numero no pertenece
al intervalo) y corchetes para indicar que el extremo pertenece (ese numero pertenece al
intervalo). Por ejemplo, para a<b, en la notacidon de intervalo el nUmero menor se
escribe siempre a la izquierda del mayor:

A continuacion se resumen los posibles intervalos que pueden definirse, junto con su
notacidon como conjunto y su representacion grafica en la recta numeérica.

Definicion por Notacion de intervalo Representacion grafica
comprension
{xeR /a<x<b} [a, b] a b
e ’ ]
Intervalo cerrado de a a b.
{xeR/a<x<b} (a,b) a b
’ O——0
Intervalo abierto de a a b
eR <x<b
{x /a<x } [a, b) a b
o e O
Intervalo semiabierto a
derecha. Abierto en b.
{xeR /a<x<b}
a b
a,b
Intervalo semiabierto a (@b] ? ¢
izquierda. Abierto en a.
{xeR / x=a}
. [a, +00) o
Intervalo semicerrado. Cerrado
en a.
{xeR / x>a} a
. . (a, +) O
Intervalo semiabierto. Abierto
en a.
{xeR / x<a} a
. (—,4a] *
Intervalo semicerrado. Cerrado
en a.
{xeR / x<a} n
. . (—,a) O
Intervalo semiabierto. Abierto
en a.
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Los simbolos ©® y —o no representan numeros; son simbolos que nos indican que el
intervalo no tiene un valor maximo o un valor minimo. Por lo tanto, siempre se escribe un
paréntesis junto al simbolo oo.

Valor absoluto

El valor absoluto de un nimero real se define como la distancia entre dicho nimero y el 0
en la recta numérica. Se denota escribiendo el nimero entre barras. Por ejemplo:
|3[=3, |-4|=4 y [0]=0.

a, sia=0

De esta manera: VaeR: |a|={ .
-a, sia<0

Propiedades del valor absoluto

1) El valor absoluto de cualquier numero real es no negativo
VaeR:a|>0
2) El valor absoluto de dos numeros opuestos es el mismo:
VaeR:a|=-a|
3) El valor absoluto del producto de dos numeros reales cualesquiera es igual al
producto de los valores absolutos de dichos numeros:
Va,beR:a-b|=al-|b]|
4) El valor absoluto del cociente de dos numeros reales cualesquiera es igual al
cociente de los valores absolutos de dichos numeros:
Va,beR:a:b|=al]|b]|
5) El valor absoluto de la suma de dos numeros reales cualesquiera es menor o igual
que la suma de los valores absolutos de dichos numeros (desigualdad triangular):
Va,beR:a+b|<|a|+]|b]
6) Va,keR: |a|]<k = -k<ac<k
7) VakeR: |a|]2k = a<-k v ax=k

Notacion cientifica

Los cientificos utilizan notacién exponencial como una forma compacta de escribir nimeros
muy grandes o muy pequefios. Por ejemplo, la estrella mas cercana, ademas del Sol,
Proxima Centauri, esta a aproximadamente a 40000000000000 de km de distancia. La
masa del atomo de hidrdogeno es alrededor de 0,00000000000000000000000166 g. Estos
numeros resultan dificiles de escribir y de leer, de modo que los cientificos por lo general
los expresan en notacion cientifica.

Se dice que un numero real positivo Xx esta escrito en notacidon cientifica si esta
expresado como sigue:

x=ax10" donde 1<a<1l0 y neZ

De esta manera, la distancia de la Tierra a la estrella Proxima Centauri puede escribirse
mediante notacidn cientifica de la siguiente manera:
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40000000000000 = 4x10"

Y la masa del atomo de hidrégeno:
0,00000000000000000000000166=1,66x10"*

Radicales

Como no es posible convertir a fraccién un nuimero irracional, se trabaja con radicales:
expresiones formadas por el signo radical y una expresidn numérica o literal como
radicando y ademas raices no exactas.

Analizando radicando e indices:
e Si nimpar = 3 raiz real Unica y del mismo signo que el radicando.

/=2 5/-32 =2

e Si n pary radicando positivo = 3 dos raices reales opuestas.
V4 = +2 V81 = £3
e Si n pary radicando negativo = A solucion en R.

/-16 no tiene solucién, pues ningln nimero real elevado a una
potencia par, da por resultado un nimero negativo.

Para evitar estos inconvenientes, se trabaja con Radicales Aritméticos, aquellos donde
aeR" A n e N,

1) Multiplicacién o Division del indice y el exponente por un mismo numero natural:
El valor de un radical no se altera si se multiplica o divide exactamente por un
mismo numero, el indice y el exponente.

"Ja'? ={a' (este proceso se llama simplificacion)

2) Extraccién de factores fuera del radical:
En algunos casos la simplificacion no puede efectuarse de modo directo, sin
embargo, si el exponente del radicando es mayor que el indice, después de
descomponer convenientemente el radicando, es posible utilizar la simplificacion
para realizar extracciones de factores fuera del radical.

Va7 = Yab . al
- UF.
= a2 . a

No es posible realizar extracciones de factores cuando el exponente del radicando es
menor que el indice, en este caso se dice que el radical es irreducible.

3) Radicales Semejantes:
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Los radicales aritméticos irreducibles que tienen el mismo indice y el mismo
radicando, se llaman radicales semejantes.

Operaciones con radicales

m

En las expresiones aﬁ, con mneZ, n#0, a>0, se deben verificar las siguientes
condiciones para operar de manera mas sencilla:

e La base a debe estar expresada como producto de factores primos.

m
e El exponente —:
n

. m
o debe ser positivo: —>0.
n

o el numerador debe ser menor que el denominador: m<n.

o ser una fraccién irreducible: mcd(m,n)=1.
Estas condiciones tienen su justificacion en dos teoremas matematicos muy importantes:

e El Teorema Fundamental de la Aritmética que afirma que “todo numero entero,

distinto de 1, -1 y 0 se puede representar de forma unica como un producto finito de
numeros primos”.

e El otro nos asevera que “si p es un numero primo y mcd(m,n)=1 (m y n primos

entre si), entonces 3/ p™ es un numero irracional”.

Adicion y Sustraccion: la suma algebraica de radicales semejantes es otro radical
semejante a los dados cuyo coeficiente es la suma algebraica de los coeficientes dados.

Para determinar si radicales no semejantes pueden transformarse en radicales semejantes
equivalentes a los dados, se extraen los factores posibles de cada radical:

23/81-43/24 = 23/3* —432°.3

=2.333-4-233

=633-8%3
=233

2B BG =7 T T 6
=\/§+2\/§—3x/€
=3J2-3\6
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Cuando los radicales no pueden reducirse a radicales semejantes, la operacion queda
indicada.

Multiplicacion: el producto de radicales de igual indice, es otro radical de igual indice a
los dados y radicando, el producto de los radicandos factores.

El producto de radicales de distinto indice se busca el comun indice, o sea el mdultiplo
comun menor de los indices dados, para transformar dicho producto en radicales de igual
indice. O simplemente se los expresa como potencias de exponente fraccionario y se
aplican las propiedades estudiadas de las potencias.

V1042 =410-2
—\2*.5
2.5

1 1
Ja-Ya-Ya=az-a3-as
111
111
:aZ 35

kid
:a30

30/ 437
=4va

Division:
e de radicales de igual indice:
Y32:34=332:4
3
=+/8

=2
e de radicales de distinto indice:

a4 —at et

Pero esto sélo es posible si los radicandos son posibles de dividir.
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Ya:¥a® =Ya:a
1

i

AUn la divisidon no quedod resuelta por lo que se debe encontrar otra fraccion equivalente a
ella en cuyo denominador no figure un radical, o sea un nimero racional, por ello este
procedimiento se llama racionalizacion.

1) El denominador es un radical Unico:

Se multiplica numerador y denominador por un radical de manera tal que en el
denominador quede un numero racional.

1 1 {2
32a? 322 ¥2%a

7_7 B
3/A3 43
:Z\/é J2°a
3 Y4a
2a

2) El denominador es un binomio:

Se multiplica numerador y denominador por la expresidn conjugada del
denominador, para que en el denominador quede expresada una diferencia de
cuadrados y asi obtener un nimero racional como divisor.

3 3 445
4+5 4+5 4-5
_12-35
(]
_12-3\5

11

12 3
-=£_25
11 11\/—

Observe que con la racionalizacidn de denominadores, se estd resolviendo una divisidon
planteada en el conjunto de los nimeros irracionales.

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

A pesar de la definicion del conjunto de los nimeros reales, se presentaron a través de la
historia cuestiones como hallar la soluciéon de ecuaciones como:
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x*+1=0

la cual no tiene solucién real, es decir no existe ningin numero real cuyo cuadrado
aumentado en 1 unidad sea igual a cero.

Por este motivo surge la necesidad de ampliar el conjunto de los nimeros reales para
poder dar solucion a este problema y a otros que vera a lo largo de su carrera.

Para comenzar con la construcciéon de este nuevo conjunto numérico se define a la unidad
imaginaria i de la siguiente manera:

i2=-1

A partir de esta definicion se construye el conjunto de los numeros complejos C de la
siguiente manera:

C={z=a+bi/abeR}

De esta manera, existe una correspondencia biunivoca entre los niumeros complejos de la
forma z=a+0i y los nUmeros reales. Es decir, se cumple que RcC.

Este conjunto numérico se estudiard en mayor profundidad en el espacio curricular de
Problematica del Algebra II.

Ejercicios y problemas

16) Resuelva y ubique el resultado en el siguiente diagrama de los conjuntos numeéricos:

a) ¥-27-37= b) 3/(-27):(-8) = ©) 4(-16):(-1) =

d) V-81= €) V2516 = £ 4936 -
8) 3§= h) (6-2-3)°= ) V1028 =
R C
No Z Q
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17) Todos los tridngulos de la figura son rectangulos. El mas pequefio tiene catetos
unitarios y, en los restantes, uno de los catetos tienen medida igual a 1. Calcula la
medida de la hipotenusa de los tridngulos y traza las circunferencias con centro en 0
y radio cada hipotenusa. ¢Qué numeros representan las intersecciones de cada
circunferencia con la recta numérica?

1

0 1 2 3

18) Represente en la recta numérica los siguientes numeros, construyendo triangulos
rectangulos adecuados como en el problema anterior:

a) 5 b) V8 c) —/10 d) —/29 e) /33 f) 2+2

19) Escriba:

a) los dos numeros naturales mas préximos entre los que se encuentra J67.

b) los dos nimeros decimales mas préximos con una cifra decimal entre los que se
encuentra Jﬁ

c) los dos niumeros decimales mas préximos con tres cifras decimales entre los que
se encuentra \/ﬁ

20) Transforme las expresiones decimales en expresiones fraccionarias y resuelva:

a) §+0,333333...—0,36+0,06=

(0,66666...—2)°

—§ 0,25
4

3 A.31 i —
c) 30,8 \f3+46 2,04444..
d) L‘EJ -o,2+[(0,3)-2]‘1:

b)

100

21) Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando su
respuesta:

58 39
a) —<.15<=
) 15 10

b) 3/%<2,714<142—g1
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23)
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25)

26)

27)

28)

29)

30)
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c) P3<2<¥7

Escriba tres nUmeros racionales que se encuentren entre 1,4 y \/E

Invente un numero irracional mayor que 2 pero menor que 2,1.

Los siguientes numeros irracionales fueron inventados siguiendo una regla. Descubra
dicha regla y escriba las 8 cifras siguientes:

a) 0,10110011100011110000... b) 0,10200300040000...

Encuentre un ndmero irracional que esté entre 2 y 2. éPodrd encontrar otro?
Justifique.

En el conjunto de todos los nimeros x tales que 2< X <+/8

a) ¢Cuantos numeros naturales hay en este conjunto? ¢Por qué?
b) {Cuantos numeros racionales hay en este conjunto? ¢Por qué?
c) ¢Cuantos numeros irracionales hay en este conjunto? ¢Por qué?
d) {Cuantos numeros reales hay en este conjunto? ¢{Por qué?

Extraiga todos los factores que pueda fuera del radical:
a) {ab’c'd® =

b) Y8a’° =

c) {81=

d) {/64a%’c® =

Resuelva:

a) J8+2/8+448 =

b) 55— 8324 =

c) 24/50-318+2/2 =
d) 722 +50 /128 =
e) a{‘/5+2{‘/a_5:

f) 48-33-(1+¥27)=

Si la arista de un cubo mide 5. Calcule el perimetro y el drea de una cara del
cuerpo. Luego el volumen de dicho cuerpo.

Calcule la medida de la diagonal de un cubo de arista 2 unidades.

Resuelva las siguientes operaciones:
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32) Exprese cada conjunto como intervalos y represéntelos en la recta numérica:

A={xeR/0<x<3} B={XER/XS].%}

Cz{xGR/stl—O} D={xeR/|2x-1[<5}
1

E={XER/\/§<XS2+\/§} FZ{XER/§$3—|X|}

G={xeR/|3-x|>2}

33) Escriba en notacion cientifica el nimero indicado en cada enunciado:
a) El diametro de un electrén es alrededor de 0,0000000000004 centimetros.
b) Una gota de agua contiene mas de 33 trillones de moléculas.
c) La masa de la Tierra es de unos 5970000000000000000000000000000 mg
d) Tu edad en segundos.
e) La masa de una molécula de oxigeno es de unos
0,000000000000000000000000053 mg.

34) Con la informacién obtenida en el problema anterior, éCuantas moléculas de oxigeno
llenarian el Planeta Tierra?

35) Una sala sellada de un hospital con medidas 5m de ancho, 10m de largo y 3m de
alto, esta llena de oxigeno puro. Un metro cubico contiene 1000L y 22,4L de cualquier

gas contienen 6,02x10”° moléculas. ¢Cudntas moléculas de oxigeno hay en la sala?
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